ANN N
El Fl aio El Fl

EF

Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalhewagi na symeti
zadania pozioma belka nieodksztatcalna przéshisic pionowo 0 pewsn
wartas¢ A, natomiast w pmtach ukdnych powstasm przemieszczenia o
wartasci Asina i Asing

a) W zadaniu liniowo sprezystym opisanym réwnaniami fizycznymi
0,=E¢, 0,=E,

wydtuzenia i sity w petach wynosz odpowiednio

N, . . N,
—a —=Asing I ————
(sina)E,F, (sinB)E,F,

ND N
(sif a)EF, (sin® B)E,F,

=A4sing -

Warunek sumy rzutéw sit na kierunek pionowy opispas zalenaoscia

2N, cosf + 2N, cosa —2ql =0
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Sity Nz i N> wyznaczymy wgc z uktadu rowna

_2N1| = '2N2I i N,cosa+N,cosB=dl
(sina)EF, (sin® B)E,F,
stad
-1
N, =aN, i N, =—3 (a+cosﬁj
cosa cosa
gdzie

a= sina )’ E.F
cosf ) E,F,
b) Dla uktadu wykonanego z materiatieliniowo sprezystegq opisanego
réwnaniami fizycznymi

AN _ N
0,=A¢& , 0,= A%,

wydtuzenia petow ukanych wynosz odpowiednio

[ Nlj ,I—=Asina i ( N, j _I—:Asinﬂa
AF, ) sina AF, ) sing

N (N Y
T\ AF, ) sifa | AF,) sitp

Warunek sumy rzutéw wszystkich sit na kierunek pieg opisany jest
zaleznoscia

2N, cosp + 2N, cosa —2ql =0

Wtedy sityN; i N, mazna wyznacz§ z uktadu réwna

n n
[ Nlj 1 -( N, J 1 N, cosa + N, cosB =
AR

sifa | AF, ) si?p
stad
-1
N,=AN, i N,=—9 (A+ Cosﬂ)
cosa cosa
gdzie
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. 2/n
A:i(?‘ﬂ}
AF,\sing

Z poréwnania siN; i N, w zadaniu liniowym i nieliniowym wynika relacja

-1
N (eSS g o) Ny
Ny cosa cosa NS AN
lub
N, _ aN/

N, AN}

ZADANIE 1.7.

Na uktad petow pohczonych w punkcied, symetrycznych wzgtlem osi
pionowej dziata obaizenie pionowe P (rys. 1.7). Naley okresli¢ sity w
poszczegodlnych ptach uktadu w przypadku liniowo i nieliniowo gpystym.

l.=h/sinw,

Y, 0
Al,=Vsinw,

Rys. 1.7.

Rozwigzanie

Warunek nierozdzielrsoi przemieszczewegzta 0 niezalenie od wiasnéci
materiatu prowadzi do rowhagostaci

A, =Vsinw,
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a) Wzadaniu liniowo sprezystym opisanym réwnaniami fizycznymi

N, N,h
o“=E%-4,=—22 A, =——3%2 —
“ E'F7  EF%sinw,
sita osiowa w dowolnym pcie (@) wynosi

ar-a

N, = n sinw, M, =E”F”VFsin2a)a

Z warunku réwnowagi — sumy rzutéw sit na kierunénpwy otrzymamy
—_ H —_ V ar-a «in3
P—ZZNa3|na)a_>P—2FZE Fosirfw, -
a a
p -1
-V =—h[z E“F7sin® a)a}
2 |G
stad
P -1
N, =3 E“F7 sin? w{z E“F7sin® a)a}
a
b) W zadaniu nieliniowo sprzystym opisanym réwnaniami fizycznymi

N, ) N, )" h
o =AeN LA = a || LA = a
“ ” (A”F") ¢ a (A"F”j sinw,

sita osiowa w dowolnym gcie (a) wynosi

N N
N, = A”F”(A—rl:’sinwa) = A"F"(\/Fsin2 a)aJ

Z warunku réwnowagi - sumy rzutéw sit na kierunésrnowy otrzymamy

N
P=2) N,sinw, - Pzz(%) ZA"F"(sinza)a)N sinw, -
a a

N
R (VFJ :g[z A"F"(sin2 a)a)N sina)a}

-1
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stad

N, :gA"F"(sin2 a)a)N {Z A"’F"(sin2 a)a)N sina)a}
a

Otrzymane wzory g stuszne dla dowolnej ifoi pretbw przy zachowaniu
symetrii uktadu oraz ich sztywsko E“F¢ oraz A“F“.

ZADANIE 1.8.

W zadaniu o konfiguracji jak w poprzednim przykiedna punkt O dziata
sita poziomaP (rys. 1.8.). Nalgy wyznaczy sity w poszczegdllnych prach
uktadu w przypadku liniowo i nieliniowo sgptystym.

Rys. 1.8.

Rozwigzanie
Schemat statyczny zadania wraz z przemieszczemieradstawia rys. 1.8.
Warunek nierozdzielrioi przemieszcaewezta 0 prowadzi do réwmapostaci

A, =V cosw,

a) W zadaniu liniowo sprezystym opisanym réwnaniami fizycznymi
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N | N_h
UazEa£—>A| = aa A =—9a
a EIF“  E“F?sinw,

sita osiowa w dowolnym gcie (a) wynosi

ara

N, =E hF sinw, 4, = E”’F”%sina)ﬂ cosw,

a

Z warunku réwnowagi — sumy rzutéw sit na kierunekipmy otrzymamy

P=2) N, cosw, -P= Z%Z E“F 7 sinw, cos w, -
a a

-1
-V :gh[z E“F? sinw, cos a)a}
a
stad
-1
N, = g E“F?sinw, cosa)a[z E“F?sinw, cos a)a}
a

b) W zadaniu nieliniowo sprzystym opisanym rownaniami fizycznymi

N, Y N, )" h
o, =A¢N A = a | -4 = a
“ ” (A”F") ¢ a (A"F”j sinw,

sita osiowa w dowolnym gcie (a) wynosi

N

a, " Vo
N, = AGFG(T”S'V‘%J = A"’F"(Fsma)a cosa)aj

Z warunku réwnowagi sumy rzutéw sit n& oziomy otrzymamy
V N
P=2)'N,cosw, - P= Z(Fj > ATF9(sinc, cosw, )" cosw,
a a
-1

\ § — P ara(e; N
-5 =3 > A“F9(sinc, cosw, )" cosw,
a

stad
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N

-1
3 :g A"F“(sinw, cosa, )" [Z A"F“(sinc, cosa, )" cosa)a}
a
Otrzymane wzory g stuszne dla dowolnej ifoi pretbw przy zachowaniu
symetrii uktadu pgtéw oraz ich sztywnixi E°F“ oraz A“F“.

ZADANIE 1.9.

Nieskaiczenie sztywna(EJ =w) belka pozioma AB jest przegubowo
podparta w punkcieA. Do belki tej w rownych odgpacha przymocowano
odciggi z lin stalowych (rys. 1.9.). Natg wyznaczy sity w odcigach traktujc
je jako liniowo oraz nieliniowo spgyste. e

C
A 4< o
[, =h/sinw,
h
TET x ~R &
J=00
ML,‘ a,, a 4a_J <—M
P ——>

Al =d0,8Nw,
p—0=> tgp~f => §,=f oa 50%

Rys. 1.9.
Rozwigzanie
W wyniku odksztatcé odcihggdw sztywna belkaAB obroci sé o kgt S

wzgledem przegubuA, a punkta zamocowania liny o diugoi |, z belky
AB przemidci si¢ pionowo o wartéé

o,=pfaa, a=12,..m
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Wowczas wydtaenie liny o dtugéci |, dane kdzie zalénoscia
A, =9,sinw, = faasinw,
a) Zaktadajc, ze odchgi wykonane gz materiatu liniowo sprezystego

NGIG

E[IF[T -

4 = Nah

o =E%"- A, = =—Aa
” E“F“sinw,

otrzymamy wzér na sitosiong w dowolnym pecie (a')

ara ar-a
N, = EF 4, sinw, -~ N, = EF Baasin® w,

Wartas¢ nieznanego &a obrotu S wyznaczymy z warunku réwnowagi
sumy momentow sit liczonych wzaglem przegubé

%(ma)2 -y aaN, sinw, =0
stad
&ZZUZE"F"Sin%) _ q(ma)* -
h & R

2 -1
S B= h%{ZaZE”F”SW a)a}
a

Znajac kat obrotu S wyznaczamy sity osiowe w poszczegolnych ggdath.

b) Zaktadajc, ze odcagi wykonane g z materiatu nieliniowo sprezystego

N, Y N, ' h
UazAa(‘g)N _’Alaz(Aa;aj Ia _’Ala:(Aa;aj sinw
(o4

otrzymamy wzér na sitosiong w dowolnym pecie (a)

N N
N, =A"’F"(A—I”sina)aj =A"’F"(’Bﬁsin2wﬂ)
h h
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Bez zmian pozostaje warunek rownowagi momentow

g(ma)2 - aaN, sinw, =0
stad
N 2
ZaaA”F”sinwa(%sinzwaj =@_,

2 Nt
- BN :@{Zaw"ﬁsinwﬂ(%sinz a)aj ]

Po wyliczeniu wartéci wyrazenia B" wyznaczymy sily osiowe w

poszczegoélnych odgyach.

ZADANIE 1.10.

Obustronnie utwierdzony g kotowy o sztywnéci G*J; w czsci lewej i
G°J; w prawej poddany jest dziataniu momentu eskiacego K
przytlozonego w punkcie 0 w osi belki (rys. 1.10a). Nglenalezc momenty
utwierdzeniaK, i Kg. Zadanie naley przeanalizowa w zakresie liniowo

sprezystym oraz liniowo lepkospgystym.
X3

o(%1)

Ka
«— I
0

A
b

Rys. 1.10a
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Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczal®é&wnowany ukiad
statycznie wyznaczalny otrzymamy po odrzuceniu ertsiieniaB (rys. 1.10Db).
Aby rownowanos¢ obu zada byta zachowana, wymagamy, bytlobrotu w
punkcie B byt rowny zero

$s =0
Z warunku rownowagi sumy rzutow momentoéw saxp wynika,ze
—K,+K-Kg=0 - K,=K-Kg

Dodatkowe réwnanie pozwaige oblicz¢ momenty twierdzeni& , i Kg
otrzymamy wykorzystac warunek nierozdzieloi.

9s=0
Ka X 0 K
«— | M ———>
B
A
a b
f e |
Rys. 1.10b

a) W zadaniu liniowo sprezystym kat obrotu przekroju skcanego okréda
wzOor

p=X

GJ,

Wdéwczas warunek nierozdziekw prowadzi do zaleaosci

—

4. =0 Kaa |, (Ky=K)b a bj Kb _

— =0 - KA( + - =
G2 G G*J2 GYJ¢) G}

- Kb ([ a b )
AGPablGRaE GPa

Z warunku otrzymamy
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-1
Kb a b
Kg =K=K, - KB:K_Gng(Gan-i-GbJSJ -

K. = Ka a_ . b -
® GG GPaP

b) W zadaniu liniowo lepkosprezystym kat obrotu przekroju skicanego
okresla wzor

¢=JI—K dG™

0

Wodwczas warunek nierozdziekud (1) prowadzi do zalaosci

b0 Kl KK o
Jo Jo
- KA[%* d( a)‘l +J_t:[))* d(Gb)‘lJ_%* d(Gb)—l -0

Otrzymalémy tu roéwnanie typu splotu, z ktérego nalewyznaczy
poszukiwany, zmienny w czasie moment utwierdzerVd. przypadku
szczegOlnym, kiedy

G3(t) =G*f (t) i GP(t)=G"f(t)

zadanie liniowo lepkospzyste pokrywa si z liniowo spezystym tj.

K=Kb a+b_1iK:Ka a+b_1
AUGPIblGRIE GPaP ® G2 GRaE GPab

ZADANIE 1.11.
Nalezy okresli¢ rozktad momentow skcajacych w jednorodnym gcie

kotowym obustronnie utwierdzonym poddanym dzialanimomentu
skrecajgcego K przytlazonego w punkcie 0 (rys. 1.11a). Zadanie nale
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przeanalizow& w zakresie liniowo i nieliniowo spgzystym oraz
lepkospezystym.

Ka
' % X1 0 K I
G Jy
A
a b

Rys. 1.11a

Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczal®@wnowany uktad
statycznie wyznaczalny otrzymamy po odrzuceniu etsiieniaB (rys. 1.11b).
Aby rownowanos¢ obu zada byla zachowana, wymagamy, bytlobrotu w
punkcie B byt réwny zero

$s =0
¢s=0
KA O K KB
«— X R «—
B
A
|« a »]< b »|
Rys. 1.11b

Z warunku rownowagi- sumy rzutow momentow saxp wynika, ze
—K,+K-Kg=0 - K,=K-Kg

Dodatkowe réwnanie pozwalge oblicz¢ momenty twierdzeni&, i Kg
otrzymamy wykorzystac warunek nierozdzieloi.
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a) W zadaniu liniowo sprezystym kat obrotu przekroju skcanego okrda
wzor
¢ = L|
GJ,

Woweczas warunek nierozdzieked prowadzi do zalenosci

g =0 K@, Ka= KDy @+b)-Kb=0-
GJ, Gl

b _ K _ K
— A _— _—
a+b 1+2 1+a

Z warunku sumy rzutéw momentow otrzymamy

K _K a
1+a 1+a

Kg=K-K, - Kg =K -
b) W zadaniu nieliniowo sprzystym kat obrotu przekroju dany jest
zaleznoscia

(kY
¢_(GJO(N +1)] !

Woweczas warunek nierozdzieked prowadzi do zalenosci

$=0- (_Lj a+(_KA—_KJ b=0
GJ,(N+1) GJ,(N +1)
= (Ky)'a+(Ky=K])'b=0

W przypadku szczeg6inym dla

n=3i 2=¢7
b
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otrzymamy

(KaPa+(Ky=K)Pb=0- (K, F(a ) +(Ky-KJ =0~
=~ (Ka=KJ ==(K f ()

Stad pierwszy z trzech pierwiastkdéw tego rownania vsino

K

Kp=K ==Kyt ~ K=
1

Z warunku sumy rzutéw momentow otrzymamy

Ky=K-K, - Ky=K-— =N
1+ay 1+ay

c) W zadaniu liniowo lepkosprzystym kat obrotu przekroju dany jest
zaleznoscia

|
=—K*dG™*
¢ 3

Wodbwczas warunek nierozdziekwd prowadzi do zaleosci

6e=0- 2K, *de +2 (K, ~K) *dG =0

‘]0 ‘]0
a b -1_
‘]O ‘JO
L Kat(Ky-K)b=0 - K, =k =K _ K
atb 1+2 1l+a
b
gdzie
a
_:a’
b

Z warunku sumy rzutéw momentow (2) otrzymamy
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K _K a
1+a 1+a

Kyg=K-K, - Ky =K -

Otrzymany wynik jest identyczny, jak w zadaniu diwio spezystym.
d) W zadaniu nieliniowo lepkospezystym kat obrotu przekroju dany jest
zaleznoscia

— 1 * =1 )
¢_(JO(N+1)K dG JI

Wodwczas warunek nierozdziekud (1) prowadzi do zalaosci

n n
1 ol 1 =1
=0 K,*dG ™ | a+ Ky=K)*dG™ | b=0-
e (JO(N+1) A j [JO(NH,)( A=) j

. (KA* dé'lj a+((KA —K)* dé_l] b=0
W przypadku szczeg6lnym dla

n=3 i %z(al)e'

otrzymamy

(ko*dG*fa+((K,-k)*dc*fb=0-
= (KordG 2 (a,P + (K- K)* dG )
= ((Ka-k)* ) =~(k ,* G2 (a,)

stad
(Ka=K)*dG ' =-aK,*dG ™" -

S oK+ (K, -K)*dG =0 -

!

K
1+

- alKA+(KA_K)=O_’ Ka=

Z warunku sumy rzutéw momentow otrzymamy

Ky=K-K, - Ky =K -—— =&
l+a, l+a,

Otrzymany wynik jest identyczny, jak w zadaniu iriEdwo spezystym.

40



ZADANIE 1.12.

Nalezy okresli¢ rozklady napgzen stycznych w skicanym pecie kotowym,
ztozonym z ukfadum wspokrodkowych warstw o wiasgoiach fizycznych
okreslonych réwnaniami 79 =2G“y“, gdzie 79,G” iy s kolejno
napgzeniem stycznym, modutem Kirchhoffa i atem odksztatcenia
postaciowego warstwya ) (rys. 1.12a).

w=12,.m 0<p<R
A,
1 013
Xy K 07 X2
4
< >
warstwa 1
warstwam warstwao,
F G", J"
Rys. 1.12a Skicanie peta warstwowego
Rozwigzanie

W skrecanym pecie kotowym jednorodnym zataos¢ miedzy momentem
skrecajpcym K, a lkgtem obrotu w przekrojach oddalonych lo od punktu
utwierdzenia ma posta

6= 1w k=632
GJ, |

gdzie

R
Jo = IpzdF - biegunowy moment bezwtadéw
0

Natomiast rozktad napten stycznych okrédany jest rownaniem
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W analizowanym picie warstwowym moment sécajgcy K jest sum
momentéw skgcajgcychK* warstw

K= z KY
a
przy czym cz$¢ momentu skycajgcego przenoszonego przez wakstéa)
okresla zaleznosé

RD’
K? =G"’J§’]£, 3§ = [ p°dF
rﬂ

gdzie Jg - biegunowy moment bezwtadéw warstwy (a') .
Zadanie jest (a—1)-krotnie wewmtrznie statycznie niewyznaczalne.
Zachodzi warunek

Kl
S G7I¢
a

Po wyznaczeniudta obrotug moment czstkowy K, wynosi

K=3K =363 . -

GJy
3678
a
a napezenie trgce w warstwie ¢ )okresla relacja

o o _ GKp
Ta: Ug1+ag2:ZGaJa
0

a

gdzie
r'*<p<R”

K”=G”J§’]£—> K=K

Z réwnania wynika,ze jesli poszczegdllne warstwya( przekroju zostamn

wykonane z materiatéw o xdych modutach KirchhoffaG?, to na granicach
tych warstw pojavg sie skoki napezen (rys. 1.12b).
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o=1,2,...m

warstwa

warstwam

Rys. 1.12b Rozkiady napren tnacych

ZADANIE 1.13.

Pret o sztywndci EJ poddano dziataniu momentu zgigeggo M (rys.
1.13a). Naley okresli¢ w przekroju pegta rozktady napzen normalnychoy; .
Zadanie nalgy przeanalizow& w zakresie liniowo spgystym, nieliniowo
sprezystym, liniowo lepkospyzystym, nieliniowo lepkospgzystym oraz w
wersji przyrostowe.

dF\\E

A\

EIR

Rys. 1.13a
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